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A térlatas képességének fejlesztése

Toth Attila — Csaky Antal — Nagy Lehocky Zsuzsa
Nyitrai Konstantin Filozofus Egyetem, Nyitra

Bevezetés

A didkok tobbsége sajnalattal veszi tudomasul, hogy mindeniitt sziikség van matematikara, s
nem akarjak elhinni azt sem, hogy éppen az 6, tehat a foiskolat végzettek tudésara és
képességeinek a fejlesztéseire van és lesz sziikkség. Az 10 évezredben a matematika Uj
fejezeteket nyitott meg, és ratért egy tjabb, konnyebb, mértani megoldasokat tartalmaz6 utra.
Mivel a legnagyobb nyereség ¢s a lehetd legkisebb kiadas, koltség €s veszteség szamitdsa
elsdsorban kozgazdasagi feladat, ezért az ilyen jellegli iskoldkban lenne sziikség ezen
ismeretek mélyebb szintli oktatdsara. A mértani megoldasok helyettesitik a bonyolult és
sokismeretlenes egyenleteket ¢és egyenldtlenségeket s a szamitogépek napokig tartd
helyettesité modszereit (Fecenko 2006). Eppen ezért azt szeretnénk bemutatni, milyen
mértani tudasra és térlatasra van sziikség ezeken a szakokon. A nem miiszaki jellegli
iskoldkban is tehat sziikség van a mélyrehatd geometriai ismeretekre. Az 0j kihivasok pedig
bdvitett, ) fejezeteket igényelnek, tobb oOraszdm bevezetését igényelnék, fokuszilva a
geometriara a matematikan beliill és nemcsak a kdzépiskolakban. A tanulmanyban bemutatjuk,
hogy mi okoz gondot a mértani berkekben €és a mértani feladatok megolddsa soran, milyen
tapasztalatokkal rendelkeziink az idegenforgalmi szakon a kozgazdasagi jellegl
matematikaoktatés teriiletén. Mindezekbdl kifolydlag a mértani tuddsra, a térlatas fejlesztésére
oriasi szikség van (Maczak 2016). Réamutatunk arra, hogy milyen szamtani-mértani
hianyossadgokkal érkeznek a hallgatok, ami indokolja a fejlesztést (Toth 2015; Maczak 2016).

1. Gyenge matematikai tudasszint

A korabbi évtizedekben megfigyelhetd volt az iskoldinkban, hogy tanuldsi nehézségek
jelentek meg, és a matematikdhoz valo viszony is romlott. Magyarorszdgon és Szlovakiaban
1s megfigyelhetd, hogy a matematikai teljesitmény romlott. A tobb évtizedes tapasztalataink
alapjan elmondhato, hogy ez ,,egyfajta” lelki betegség (Maczék 2016). A tanulmanyok arrol
szamolnak be, hogy alapvetd hidnyossagok vannak a didkok matematikai tuddsaban, nem
tudjak alkalmazni a miiveleteket. Ha a tanitok nem tanitjdk meg kovetkezetesen a
szorzotablat, akkor a gyerekek nem szamolnak fejben, és az alapvetd miiveletek is feledésbe
meriilnek. Ez mar magaban is matematikai teljesitményzavart, szamolasi zavart okozhat.
Ezért kialakulhat a tantargy irdnti félelem. De sajnos mar megjelenik a féiskolas berkekben is
az un. diszkalkulia (Maczék 2016). Az egyébként jol teljesitd gyereknek sulyos és tartos lelki
gondot okoz az élet minden terliletén a szdmolas, a szdmnevek hasznalata és a szamok
helyének felismerése a szamsorban (SRPSZKK 2020).

A tanulmanyban néhdny modszert alkalmazunk, amelyekkel a mértani térlatas
fejleszthetd. A szamitogépek megjelenése és hasznalata egyértelmiien lecsokkentette a sajat
gondolkodast, szdmolast, a keresési hajlamot pedig oriasira fejlesztette. Gyengék az elemzd,
egységesitd és dsszehasonlitod képességek, de nem bizonyitott, hogy ezeknek a problémaknak
genetikai okai lennének. A szOveges feladat megoldasdhoz sziikséges képességek
kialakitasanal az absztrakcidok szimbolumokhoz kétddnek, melyeket a hallgatok sok esetben
nem értenek, illetve helyteleniil értelmeznek. Az 1) évezred kiiszobén sziiletettek szamara a
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geometriai alakzatok sikbeli és térbeli viszonyai és a geometriai fogalmak bonyolultnak
tinnek. Ha halmozddnak a nehezité koriilmények, a megoldasi képesség szintje is csokken.
Az aritmetikai hattérrel mikodd szoveges feladatmegoldd képesség és a geometriai
tartalmakhoz vald viszony nagy hidnyossdgokat mutat. A geometriai tartalmt feladatok
értelmezése €s helyes megoldasa nemcsak az altalanos iskoldkban, hanem a kozépiskoldkban
¢s Ujabban a foiskoldkon is komoly gondot jelent. Ezeket a nehézségeket igyekeztiink
felmérni ebben a tanulmanyban.

2. Miért és miben mutatkozik meg a geometriai alapok hianya?

A matematikai tudds nemcsak a kdzgazdasagi szakokon, de a rokon jellegi szakokon is, mint
példaul az idegenforgalmi szakon is egyre fontosabb. Mint latjuk, a vildg nem egyszertisodik,
hanem egyre bonyolultabb ¢és kiszamithatatlanabb lesz. A vilagban zajlo események
matematikai képletekkel és geometriai modellekkel irhatok le. Tapasztalhato, hogy az iddjaras
pontosabb eldrejelzésében a modellek mennyit segitenek. Péld4ul ha lenne egy-egy vallalatnal
,»GPS”, amelyik megmutatna, hogy melyik a legalacsonyabb gazdasagi szint, és idében
jelezné a fenntarthatoségot, bizonyosan sokat segitene. Ezekben a feladatokban a lehetséges
lépések elemzése és értékhatarok kozotti tartdsa a cél (Fecenko 2006). A kozgazdasagi
szakokon rendkiviili médon fontos, hogy a hallgatok ki tudjak szdmitani a maximalis bevételt,
nyereséget (profitot), a minimalis veszteséget és kiaddsokat. Hiszen ez lenne a vallalatok
tulélésének a titka. A legtobb hallgaté ugy gondolja, hogy nem lesz ezeken a szakokon nehéz
a matematika, és nem lesz sziiksége geometridra sem.

Az optimalizalasi feladatok az 0j évezred kiiszobén jelentek meg. A feltételes
optimalizalas j kaput nyitott, ujszerli, érdekes €s izgalmas teriileteket, melyek geometriai
alapokra épiilnek. Ha a feltételes optimalizalas csak 2 feltételbdl all, akkor sikbeli feladatként
oldhat6 meg, de 3 feltétel, illetve 3 valtozd esetében mar csak térbeli megoldasokat talalunk.
Az uj teriiletet a linearis programozas névvel lattdk el, nagyon sok valtozd esetén az
optimalizalas behelyettesitésekkel oldhatd meg, ami még a szdmitdgépek szamara is tobb
napig tarthat. De geometriai szempontbdl nézve a feladat csak egyszerii egyenesekbdl és
félsikok halmazabol all. Az is bizonyitott, hogy a vallalatoknal az asztali szamitdégépek a
legtobb oraban, st napon is optimalizalasi feladatokon dolgoznak. A célfiiggvény értékét, az
optimalis megoldast keresik az adott feltételek mellett behelyettesitési — un. simplex —
modszerrel. Geometriailag sokkal kevesebb ido alatt és egyszeriibben oldhato meg ugyanaz a
feladat. Tehat érdemes megkonnyiteni a feladatot és elsajatitani a mértani modszert.

Nagyszerii geometriai megoldasokat talaltak, és a sok behelyettesités helyett egyszerii
félsikok kozds halmazdhoz valo koézelitéssel mar megoldhato a kétismeretlenes feltételes
optimalizalas.

3. A legtobb nehézséget okozo sikbeli feladatok

A gyakorlati feladatok zome linearis. Eszerint els6fokt ismeretlenekkel szamolunk, tehat
mértanilag egyszeri egyenesekkel lehet dolgozni. Az egyeneseket meg lehet rajzolni
értéktablazat segitségével, amit mar minden kozépiskoldban tanulonak ismernie kell, foleg a
félsikok meghatdrozasat kellene megérteniiik. Az analitikus geometria az egyenesek
egyenletérdl és azok irdnytényezdinek a szamitasarol és abrazolasarol szol.

Mi a gond példaul egy ilyen jellegli feladat esetében? Képzeljik el, hogy olyan
vallalatunk van, ahol van egy célfliggvényiink f(x;y):2x + 7y, és emellett van Kkettd darab
részlegiink (feltétel). Meg kell hatarozni, hogy melyik miikddtetése optiméalisabb (Sydsaeter
2006). Ha tehat a nyereség a 2x + 7y primfliggvény alapjan miikddik, €és ezen a két részlegen
tudunk a profitra szert tenni, akkor ez egy maximalizalasi feladat két feltétel mellett:
4x + 5y < 20 (1.részleg) X0y 0

max( 2x + 7y), ha a feltételek {Sx + 7y < 21 (2.részleg)
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Vegyilik észre, hogy a feltételek mar itt elérejelzik az értékhatarok kozti teriiletet, ami
példaul aringadozast, energiabeszerzést jelenthet. Hogyan is rajzoljuk meg a 2 egyenest,
illetve félsikot a feltételek figyelembevételével? Klasszikus modon 2-2 pont segitségével, az x
¢s y tengelyen eldszor tehat az egyenldtlenségek helyett egyenldségként oldjuk meg a két
feltételt.

4x + 5y = 20; behelyettesitve x = 0, akkor y = 4, ami a [0; 4] pontot adja, majd a
tobbi pontot is megrajzolva az egyik egyenest a [0; 4] és [5; 0] pontok adjak, a masikat pedig
a [7; 0] és [0; 3] pontok adjak (1a). A félsikot ugy hatarozzuk meg, hogy behelyettesitjiik az
4x + 5y < 20 egyenlétlenségbe példaul a [0; 0] pontot, ha a relacidjel teljesiil, akkor az a
félsik, amelyik tartalmazza a [0; 0] pontot (1b). Természetesen nem ilizemeltethet valaki
minusz egy oOrat, tehat csakis a pozitiv tengelyeken (siknegyedben) dolgozunk.

¥+

1. abra: 2 egyenes a pozitiv siknegyedben, majd a felsé egyenes alatti félsik és végiil a k6zos halmaz
Forras: sajat szerkesztés (2020)

Ha a masik egyenes alatti félsikot is meghatarozzuk, akkor a kozds halmaz a narancssarga
alakzat (1c). Tapasztalatunk alapjan a k6zos halmaz jelolése okozza a legnagyobb gondot. A
narancssarga alakzat adja meg a feltételek un. S értelmezési tartoméanyat. Maximalizalasi
példa esetén ehhez a ko6zds halmazhoz kell kozeliteni feliilrél a f6 (ill. cél) fiiggvény
parhuzamosaival (alulrdl kozelitve megkapnank a [0;0] pontot, ami a minimum az
f(x;y):2x + 7y fiiggvényhez, szamértékekben kifejezve x* = 0; y* = 0, ebbdl f* = 0. Tehat
€z a minimum).

A maximum meghatarozasahoz masféle modszer hasznalhato. Mivel parhuzamosokkal
kell kozelitentlink feliilrdl, ezért meg kell vizsgalnunk, hogyan is alkotunk a {6 fliggvénnyel
parhuzamosokat. A 6 fliggvény legkisebb kozos tobbszorosét vessziik itt figyelembe (2 és 7).
Jelen esetben ez a valasztott szam példaul lehet 2x + 7y = 14; és ez a 2. abran a legalso zold
vonal, amelynek a pontjai a (7,0) és a (0,2). Tehat ha feliilr6l haladunk parhuzamosokkal,
akkor nagyobb valasztott szammal kell dolgoznunk. Ehhez a miivelethez a legkisebb k6zos
tobbszoros fogalmanak ismerete és alkalmazasa sziikséges.

Lehet példaul az elsd valasztott szam kétszerese, példaul 28 (piros vonal), majd ezzel az
egyenessel parhuzamosakat huzunk, melyeket a zold egyenesek reprezentalnak (2. dbra). A
piros nyil mutatja azt a pontot, ahol elértiik a parhuzamos egyenesek segitségével a
narancssarga mezd fels@ csiicskét. A legelsé pont, amivel hozzaérink az értelmezési
tartomanyhoz a megoldas. Ez a maximalisan elérhetd nyereség az adott feltételek mellett.

Ez a pont a (0,3). Mit is jelent ez pontosan? Példdul ha 2 részleget (szallast)
tizemeltetiink, akkor az x-et be kell zarni, illetve nulla o6rat (napot) iizemeltetni, az y van
tizembe helyezve 3 orara (napra), pontosan aszerint, milyen egységben van megadva a feladat.
Az optimum tehat (x*, y*) = (0; 3).
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2. abra: Kozelités a {6 fiiggvény zold parhuzamosaival az S értelmezési kdzos halmazhoz
Forras: sajat szerkesztés (2020)

A vilagjarvany kovetkeztében azonban az idegenforgalmi részlegiink tonkrement anyagilag.
Azért, hogy ne kelljen kdlcsondket felvenni, méas adossdgokba keveredni, elhataroztuk, hogy
eladjuk a vallalatot ebben a mintapéldaban. Tehat mint tulajdonos, fondk vagy a vezér okos
alkalmazottja. mi maximalis arat kériink.

Most tovabb bonyolitjuk a példat. Megérkezik az azsiai vallalkozo, tetszik neki a
vallalkozasunk, a részlegeink, egyezkedik, ¢s minimalis Osszegért szeretne befektetni. Itt
alkalmazhatjuk a matematika egyik legijabb vivmanyat: mivel bizonyitotta, hogy az elado
maximalis arat kér, a vevd a vallalatunkért minimalis 4rat fizetne, de kideriilt, hogy a kettd
egyforma. Tehat az f* maximuma és minimuma megegyezik. Ez adja a feljebb ismertetett
primfliggvény dualjat (a primet maximalizaljuk, és a dudlt minimalizaljuk).

Hogyan fejezziik ki a dudlis fiiggvényt? Eldszor is a feltételekbdl transzponalt matrixot
allitunk el6. Ehhez a hallgatoknak el kell sajatitaniuk a matrixok szamitdsat és azok

transzponalasat is:
4 5 ,_ (4 3
a=(3 3)=4a=( 3)

Az elmélet szerint a prim elején megadott egyiitthatok a dudl végére keriilnek, ¢€s
megforditva. Tehat a (2;7) a f6 fliggvénybdl jut a dudlis végére, a vége (20; 21) a 6
feltételeibdl a dudlis elejére, a dudlis fliggvény igy alakul:

min (20u; + 21u,) ha a feltétel {‘5“;1 I ?ZE ; ?ul
A vevO minimalis kérését ugyanugy geometriai uton, csak forditott iranybdl oldjuk meg, ez a
dualis. El6szor abrazolni kell az egyeneseket, amelyeknek a pontjai a mar ismert modszerrel
(0; 0,66) ¢és (0,5; 0) az egyik egyenesnek, a masik egyenes pontjai (0; 1) és (1,4; 0).
Mindebbdl lathatd, hogy érdemes mas mértéket hasznalni, példaul nagyitva. A két feltétel
egyenesei a pozitiv siknegyedben az alabbi szakaszok (3. dbra):

=0u, =0

3. abra: A prim fliggvénybdl kialakitott dual 2 szakasza, amelyek egyenesek a jobb felsé siknegyedben
Forras: sajat szerkesztés (2020)
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De a relacios feladat (az egyenlétlenség) most az egyenesek feletti halmazokat jelenti,
amelyek a rézsaszin és a zold halmazok (4. abra). Megint a k6z6s halmaz meghatirozasa
problémat okoz a hallgatoknak. Illetve az egyenesek alatti még szamukra érthetobb, mint az
egyenesek feletti félsik meghatarozasa.

4. abra: A dual feladat rozsaszinbdl és zoldbol kialakitott kék kozos halmaza
Forras: sajat szerkesztés (2020)

A ketté kozos halmaza csak a felso feletti rész, és ez a kék, tehat abszolut fiiggetlen az also
feltételtdl, amely alkalmas jeloléssel egyszertien megoldhato.

5. abra: A minimalizalasnal alulrdl kozelitiink a 6 fiiggvény parhuzamosaival (piros vonal) — sajat szerkesztésii
abrak
Forras: sajat szerkesztés (2020)

Tehat ehhez a kék alakzathoz kell kozeliteni alulrél. Hiszen minimalizalasi feladat a forditott
feladat, de figyelembe kell venni, mekkora a nagyitasunk. A hallgatok zome altalaban a prim
feladatokban jobban meg tudja taldlni a k6zds halmazt, de a dualis feladatokban nagyobb
gondot okoz a kozos halmaz, ezért javasolt a szemmel lathato elkiilonités, példaul satirozas.

Ismét jon a dudlis célfiiggvénye, és azért, hogy tényleg alulrdl j6jjon a parhuzamos,
akkor a megoldasként kapott szdmot nem nagyitjuk ki, hanem eredeti mértékben vissziik fel a
szamegyenesekre. Gondot okoz a nagyités is, nincs gyakorlatuk a Iéptékekben, pedig mint
idegenforgalom szakosok, nagyon jol kell, hogy ismerjék a térképeket és azok léptékeit. Ez a
geometria tehat ebben is segiti ezeket a hallgatokat.

Ebben a 1épésben ismét egy valasztott szamot keresiink, legyen példaul az 50.

20uy + 21u, = 50

uy = 0és ebb6lu, = = = 2,4 illetve forditva, ha u, = 0 akkor u; =22 = 2,5
Tehat megkaptuk az egyenes két pontjat, ami a (0; 2,4) és (2,5; 0) legalso, piros vonal (5.
abra). Ezzel a piros egyenessel (fofiiggvény), illetve parhuzamosaival kozelitiink a kék
alakzathoz alulr6l. Vegyiik észre, hogy mennyire fontos a pontos szerkesztés, mennyire fligg
az irdnytényezotél — mert ha nem lenne a piros egyenesiink ennyire meredek, akkor a
megoldas nem az y tengelyen lenne (piros nyil), hanem az x tengelyen (5. d&bra). Az
iranytényezo fogalmat csak az analitikus geometria 6rdkon lehet elsajatitani.
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A feladat tehat egyszerti félsikok metszetével megoldhato. Mint az az 5. brén latszik, a
megoldas, ahogyan alulrdl a piros egyenesekkel kozelitiink a kék halmazhoz, a piros nyillal
megjelolt pont, a minimum tehat az uj = 0;u; = 1 pontban van. Tekintsiik meg az
ellendrzést, mit is kaptunk most? F optimum (csillagos) f* = 20u; + 21u, = 21, ami a
dualis megoldésa. Elfelejtettiik megnézni a prim megoldasat, a 6 fliggvény, ill. célfiiggvény
f(x,y): 2x + 7y, az optimalis pontjai (0; 3), tehat f* = 2x + 7y = 21 szintén.

A geometriai megoldas csupan kelld foku geometriai tudést és pontossagot igényel. Jol
lathato, hogy az egyenesek iranytényezdjétdl nagyon sok minden fligg. Ez gondot okoz
a foiskolai hallgatéink szdmara. A fofliggvények optimalis megoldasai egyformdk, ez a
bizonyitéka annak, hogy maximalis arért szerettiik volna eladni az idegenforgalmi vallalatot,
az azsiai vevd minimalis 0sszegért akarja megvasarolni, és ez a két optimum egyforma. A
feladatot megoldhatjuk egyenletekkel, mas moddszerrel is (Lagrange), illetve hosszas
helyettesitéssel is.

4. A térbeli feladatok nehézségei

Rendelkezésiinkre all 3 részleg, és a havi kiadadsokat minimalizdlnunk kellene. A feltételek
valtozatlanul szoritanak benniinket, és ezeket be kellene tartanunk, hiszen az
energiakoltségekrdl szolnak, illetve azok valtozasairdl. A leglényegesebb a fenntarthatdsag
energia és bérek szempontjabdl. A kérdés az, hogy melyik részlegiinket inditjuk, melyiket
nem, ha adottak:

min(2400u; + 3500u, + 3600u;3), haa feltételek{

u; =20,u; =20auz =0

Amint lathatd, ez egy hdromdimenziés feladat. Melyiket enged;jiik maximalis kapacitdssal, és
melyiket nem, gyors litemben el kell donteni. A vezér néhany o6rat ad csak a dontésre, hiszen
ezért alkalmazott minket, hogy egyetemi végzettségiinknél fogva rajojjiink a megoldasra,
hiszen ezt a kdzgazdasagi matematika berkein beliil tanitjdk. Ha honapokrol vagy hetekrdl
vagy napokrol szol a feladat, a megoldast is honapokban, hetekben, illetve napokban kapjuk.

30u; + 70u; + 90u3; = 30
80u; + 50u, + 40u; > 30’

(0:0:0,75)

(0;0:33)

00,60
‘ ) (0:0,43:0)

(0,38:0;0) (1:0:0)

6. abra: A feltételek itt térbeli sikok, amelyeken a kozds sikfeletti fenti halmazat kellene megrajzolni
Forrés: sajat szerkesztés (2020)

Hogyan is szerkesztettilk meg a feltételben adott sikokat? Az egyenldségjellel. Hol is mennek
at ezek a feltételek sikjai a tengelyeken? Példaul az x tengely az az lenne, hogy y=0 és z=0.
Majd forditott kombindcidkban. Jelen esetben ugy kezdjik, hogy wu; =0;u, =0,
behelyettesitjiik az 30u; + 70u, + 90u3; = 30 egyenletbe, megkapjuk, hogy az usz: u; =
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% = 0,333, tehat ez a bal pont a jobboldali 6. abran. Fokozatos behelyettesitéssel lehet a

pontokat felvenni. A 6. dbra rdzsaszinli €és zold halmazai a feltételek legalsobb, még
toleralhato szintjei. Ezek az egyenesek mutatjadk a gazdasagilag fenntarthatd legalacsonyabb
allapototot. A kozos halmazt kell abrazolni, amely a 7. dbran a fentibb szakasz felett van
(0;0;0,75) és (0;0;0,33). Meg kell allapitani, hogy a baloldali abra yz sikban talalhato
egyenese vagy a jobboldali dbra yz sikban 1év0 egyenese van-e feljebb. A rozsaszin, tehat
mintha esztergakéssel faragnank a halmazt fokozatosan, és példaul a sarga részt kapnank a
lejjebb levd, bal oldali 7. ébra szerint.

Ez mar nehezebb feladat, ezért is tanitjadk gimmnéaziumokban a kockat és annak
metszeteit. Ezekben a feladatokban mindig meg kell keresni a kozds pontokat, majd ezekbdl
egyeneseket huzunk (mert 2 pont mar meghataroz egy egyenest), igy talaljuk meg a kozos
egyeneseket, sikokat, metszeteket. Ez a feladat gyakorlatilag a praktikus kivitelezése, fizikai
uton torténd létrehozasa a kockametszetek szerint.

A sikok egyenesekbdl tevédnek Ossze, igy alakulnak ki a sikrészek a térbeli pozitiv
térnyolcadban.

7. abra: A ko6z0s halmaz sikjainak meghatarozasara torténd probalkozasok €s a kocka metszetei
Forras: sajat szerkesztés (2020)

A fofiiggvény parhuzamos sikjaival kellene kozeliteni a térbeli kockametszetekhez. Ezeknek a
térbeli kivitelezése nehéz. A matematika mégis megoldast talalt, mégpedig gy, hogy a prim
feladatoknak meghataroztak a dualjat, megoldottak sikban, majd visszatranszponaltdk a térbe.
Tehat a komplikalt térbeli feladatok atképezve megoldhatok a sikban, majd visszaképezve
megkapjuk a megoldast.

A feladatok bizonyitjak, hogy a tobbnapos szamitasok helyettesithetdk néhany percig
tartdé geometriai rajzokkal. Ezért olyan oridsi fontossagu ilyen értelemben a geometria alapos
ismerete, ami sikbeli alakzatok ismeretét és egyfajta térlatast is igényel.

5. Miért van sziikség a szabalyos alakzatok ismeretére?
A kozgazdasagi jellegli kozépiskolakban és fdiskolakon, illetve amelyekben az ilyen tipust
matematikat tanitjak, a tanterv alapjan meg kell ismerni a hallgatoknak a monopolista és a
monopszonista fogalmakat is.

A kovetkezd példaban ismertetjiik a feladatot. Hogyan is szamitottuk ki a nyereséget?
Ha példaul monopolhelyzetben vagyunk, akkor az egyik orszagban @, mennyiséget adunk el
a mi altalunk meghatarozott P; arért, illetve Q, mennyiséget P, arért. Ezeket a lakossag
vasarloerejéhez szabjidk. Miszerint a nyereség m = P;Q, + P,Q, — 6C = 40Q, — Q? +
30Q, — Q5 — 6Q; — 6Q,. Adott a bemenet, az ar a mennyiségtdl fiigg: P, = 40 — Q,; P, =
30 — Q,, és a koltségek C = 6Q = 6Q4 + 60Q,, tehat minden termékre hatszoros.
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Ezeket az egyenleteket konnyedén atalakithatjuk kvadratikus forméra, igy egy kort
kapunk, amelynek a sugara 25 egység, ¢és a kozéppontja el van tolva a [20; 15] pontba. Az
egyszeriiség kedvéért nem Q4 Q,; hanem x,y paraméterekkel dolgozunk altaldban:

(x —20)? + (y — 15)% = 252
Mert x? — 40x + 400 + y? + 30y + 225 = 625; itt 25 a sugar.

Tehat a fenti P, Q egyenlet atalakithat6 x, y valtozos korré — igy az 0sszes ilyen jellegli
példa megoldasa lehetséges geometriai ton is, nem kell hozza derivalas és egyéb szamitas
sem. A tapasztalat viszont azt mutatja, hogy a hallgatok ragaszkodnak a szamitdsokhoz,
barmilyen mennyiségli egyenletet szamitanak inkabb, mintsem egyszertien hozza kezdjenek
rajzolni.

Ezek mar inkabb nemlineéris feladatok. Itt mar koroket, paraboldkat, gomboket kell
tudni rajzolni, azok belsejét vagy kiilsejét, attol fiiggéen, hogy melyik irdnyban van a
kacsacsor. Szemléltetésként bemutatnank néhany nemlinearis feladat geometriai abrajat.

8. abra: Kiilonbdzo gyakorlati feladatok geometriai megoldasai
Forras: sajat szerkesztés (2020)

A 8. dbran lathat6 egy hatszog €s a parabola belsejének kozos halmaza (narancssarga), illetve
egy kor belsejének, és a parabola kiilsejének kozds halmaza (rdzsaszin). A jobb oldali abran 2
kor kozos halmazanak a metszete lathato a pozitiv siknegyedben (z6ld), és ehhez kozelitiink a
piros célfiiggvénnyel feliilr6l. A feltételes optimalizalds megolddsa a zo6ld halmaz felsd
csticske.

(2o 20020y~ 15)25035)2

9. abra: Kormetszetek kiilonb6z6 kozépponti korok esetében
Forras: sajat szerkesztés (2020)

A 9. dbran egy [20;15] kozéppontba eltolt kor és a [0; 0] pontbdl kiinduld parabola

belsejeinek a kozos halmazdhoz (narancssarga) kozelitink a lila, zold és kék
célfiiggvényekkel. Mas-mas megoldas tartozik hozzajuk az egyenes irdnytényezdje alapjan. A
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9. 4bra jobb oldalan a kor kézéppontja a negativ siknegyedben van, a rdzsaszinli kdzos
halmazhoz kell kozeliteni a kék egyenesekkel.

Képzelhetjiikk, ha mindezeket még térbe is kiterjesztenénk. A kordok gombokké, a
parabolak forgaskupokka, a négyzetek ¢és téglalapok hasdbokka és azok metszeteivé
alakulnak. Tehdt még izgalmasabb ¢és érdekesebb térbeli feladatoknak néznénk elébe,
amelyekben nehéz megallapitani a kozos halmazt, és ahhoz kozeliteni egy célfiiggvény
sikjaval. Erre nyuajt lehetéséget a 3D GeoGebra, de sok fligg az alkotokészségeinktdl és
képességeinktdl is.

6. A geometria és a térlatas elengedhetetlen kvetelmény

A fenti példak alapjan azt kell kijelenteni, hogy a geometria és a térlatas elengedhetetleniil
fontos lenne a jOvé nemzedék szamara mind a kézgazdasagi, mind az ehhez kapcsolodo,
példaul idegenforgalmi szakokon is, ahol kozgazddszok szamdra irddott matematika a
kotelez6. A multban ez nem okozott ekkora problémat, hiszen mar az altalanos iskolakban is
volt abrazolé mértan. Erre épiilt a kozépiskolakban az dbrdzold geometria (Pal 1960). Ezek a
tantargyak megalapoztak a geometriai térlatast, ezért a merdleges vetitések ¢és a
parhuzamosokkal valé abrazolads a hetvenes, nyolcvanas évek tanuldinak nem okozhattak
fejtorést. Az abrazold geometria segitségével megoldhatdéak voltak a térbeli feladatok is,
hiszen tanultak axonometriat, metszeteket, parhuzamos vetitéseket, szabalyos alakzatokat és
térbeli feliileteket is. A muszaki jellegi kozépiskolakban erre épiilhetett a miiszaki rajz. Az
el6zd generacidk térlatdsat segitette a piros-zold szemiiveggel kialakitott un. térlatasos
abrazolo mértan is. A szem ,,becsapdsara” tett kisérlet sikerrel jart, hiszen gy latszik, mintha
az alakzatok térbelick lennének. Eppen ezt mutatja be Pal Imre konyve, amelyik 1959 6ta
tobb kiadasban megjelent, mar 1960-ban szlovakra is leforditottak (Pal 1960). 1960 6ta ezen a
nyelven is nagy példanyszdmban elkelt, és tigyszintén tobb kiadasban is megjelent.

7. Az idegenforgalmi szakosok matematikatudasa

Honnan is tudhatnd mindezt egy idegenforgalmi szakos hallgat6? Milyen matematikatudéssal
érkezik? Milyenek a mértani, sikbeli ¢és térbeli elképzelései? Melyek az alapvetd
hianyossagok? A fdiskolankon végzett felméréseink az elsd évfolyamos hallgatoknél azt
mutatjak, hogy gondot okoz a kor rajzoldsa, a sugar és a kozéppont, valamint az egyenesek ¢és
a kor egymashoz vald viszonya is. Mérlegelni kell, milyen tipusu kozépiskolabol érkeznek,
ami az egységesitéshez sziikséges. Be kell litemezni a tananyagot, bepotolni a hianyossagokat,
¢s megalapozni a szamolasi, rajzolasi és egyeb készségeket.
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Milyen tipusu kozépiskolabal érkeztek

= Hotel akadémia = |degenforgalmi szakkozépiskola
Gimnazium K6zgazdasagi szakkozépiskola
= Kereskedelmi és szolgéltatdipari szakkdzépiskola = Elelmiszeripari szakkdzépiskola (gasztronémia)
» Vallalkozoi szakkozépiskola m Digitdlis média grafikus szakkdzépiskola
= |pari kereskedelmi szakkozépiskola = Gépészeti szakkozépiskola

» Kozlekedési szakkozépiskola

10. abra: Az idegenforgalmi szakra érkezdk kozépiskolai végzettsége
Forras: sajat szerkesztés (2020)

Az elmult hét év felmérése alapjan elmondhatd, hogy nem ugy alakul a hallgatéi dsszetétel,
mint a hetvenes években, amikor is a hallgatok tobbnyire a gimnaziumokbdl jutottak be a
foiskolakra. A 2019-ben végzett vizsgalat adatai szerint 14%-uk érkezett gimnaziumokbdl, a
legtobben hotel akadémiadkrol érkeztek (26%), majd idegenforgalmi (20%) és kozgazdasagi
(16%) szakokrol. A hotel akadémia érettségit add, elsdésorban a vendéglatasra és
gasztrondmiara iranyuld kozépiskola. A hét év alatt volt olyan hallgato is, aki zeneiskolabol
érkezett, és a kdzépiskoldban nem tanult matematikat. Az Ukrajnabdl érkezd didkoknak csak
két évig tart a kozépiskola. A szakosodas tarkasaga €s az altaldnosan nagy hidnyossagok miatt
egyetemiink is ugy hatarozott, hogy felzarkdztaté matematikadrat vezet be mindjart az elsé
szemeszterbe beépitve. A belépd felmérésekbdl kideriilt, hogy az analitikus geometria
fejezeteit tobb hétre is be kell iktatni, hogy a hallgatok alaposan megértsék a feladatokat.
Ennek az az oka, hogy még egyszeribb feladat megoldasdra csak a 10 szazalékuk
vallalkozott, és csak 1-2 helyes megoldas sziiletett. A feladatban meg kellett hatarozniuk egy
S(2;—1) és r = 3 sugaru kor és a koordinatatengelyek metszéspontjat. A késdbbiekben
beiktattunk egy kockat is (ABCDEFGH cstcsokkal), amelynek meg kellett hatirozni a
metszetét a KLB sikkal tigy, hogy a K az EA ¢l felében van, az L pedig az EH harmadaban.
Ezzel a feladattal csak a gimnazistak probalkoztak. Erdekes modon azonban a végtelenrél és a
paradoxonokrol szolo felmérésiink a matematikaban és fizikaban sokkal inkabb felkeltette az
érdeklddésiiket. Ez azt bizonyitja, hogy a sci-fi iranti érdeklddésiik nagyobb, mint a geometria
iranti. A késObbiekben is azt tapasztaltuk, hogy inkédbb 4-5 oldalt is szdmoltak, mintsem par
vonassal megrajzoltdk volna a feladatokat. Ez sajnos jellemzd volt még a gimnazistakra is.
Elmondhat6, hogy a geometriai és egyben a térlatasukat is mar az alapiskolédkban, az altalanos
iskoldkban kellene megalapozni, majd a kézépiskoldkban megfeleldé modon és oraszamban
fejleszteni, hogy a fdiskolan ne okozzon ekkora gondot. Nem csodalkozhatunk, hogy a
hallgatok zome csak tobbszori ismétlés utan érti meg és kezdi jol értelmezni, mirdl is szol az
optimalizalas.
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Osszegzés

Mar az otodikesekkel kellene kezdeni a rajzolast, az egyenesek és a sikok és félsikok
értelmezését, a szabalyos alakzatok rajzoltatasat. Erre épiilhetne a geometriailag is bizonyitott
Pithagorasz tétel, amit csak a kilencedikeseknek tanitanak szlovékiai viszonylatban, mig a
fizikdban mar hetedikes korban sziikség lenne erre. A konkrét javaslatunk az lenne, hogy a
hetvenes évek jo tapasztalatai alapjan vissza kellene térni a régi j6 modszerekhez, amelyek
megalapoznak az aritmetikai tudast, a szoveges feladatok logikai értelmezését, és a
gyakorlatbol vett példak alapjan kellene fejleszteni a sikbeli probléméak megoldasat és a
térlatast is. Természetesen bevetnénk a modern technika Uj vivmanyait, a programokat,
GeoGebrat, 3D Paint rajzolé programokat, stb. Igy biztosak lehetnénk abban is, hogy a jov6
generacid szakemberei ki fogjak tudni szamitani a legnagyobb nyereséget, a legkisebb
veszteséget €s a tulélési eshetdségeinket is.

Koszonetnyilvanitas
A tanulmany a ,,KEGA 015UKF-4/2020 Development spatial abilities of 10-12-year-old
students” projekt segitségével jott 1étre.
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