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Bevezetés

A miiszaki f6iskolakon és a kozgazdasagi szakokon is megjelentek azok a feladatok, amelyek
esetében geometriai tudasra, szerkesztési kéziigyességre és térlatasra van sziikség. A feltételes
optimalizalasnal ~a  kétismeretlenes  egyenleteket  helyettesithetjiik  egyenesekkel,
egyenldtlenségeket félsikokkal, és ezek metszetével. A fofiiggvény egyenesével pedig
megkozelithetd az igy nyert alakzat maximalis (pl. nyereség), ill. kiadas és koltség minimalis
pontja (Fecenko—Sakalova 2004; Fecenko—Pinda 2006; Sydsaeter—-Hammond 2006). A
nemlinedris megoldasok esetében pedig nemlinedris alakzatok: paraboldk, kordk kiilsejét,
vagy éppen belsejét vizsgaljuk, hogy hol metszik egymast, és a k6zos halmazt melyik pontban
érinti a féfliggvény. Geometriai iton tehat maris leolvashat6 az optimalis pont (F*(X*,y*),..).
Az optimumot (max/min) numerikus modon is meg kell hatarozni, igy gyakorlatilag alapos
matematikai alapokra van sziikségiik a hallgatoknak. Eppen ezért mutatkozik meg bizonyos
foku hianyossag, hiszen mar a virushelyzet eldtt is megjelentek tanuldsi nehézségek, és tgy
altalaban a matematikahoz val6 viszony is romlott. Ebben a tanulmanyban ramutatunk arra is,
miért kell megtanulni a mésodfoku egyenleteket, az analitikus geometria egyenleteit és
egyenl6tlenségeit, a sikok és félsikok metszeteit, és mi a jelentosége egy-egy metszéspontnak.
Hiszen végeredményként a legtobb esetben ez adja meg az optimalis megoldast.

Ebben a tanulmanyban arra szeretnénk ramutatni, milyen szerepet vallalhat magara a
geometria. Az Ujszerli matematikai megoldasok gyakorlatilag az tjkori, tehat az ezredfordulo
utani eredmények alapjan mutatkoztak meg, ¢és fejldédnek még ma is. Sok esetben mutatnak
megoldasokat olyan médszerekkel is szemben, mint a fokozatos behelyettesités, a simplex,
ami nagyon sok ideig tart. Az Gj megoldasok abban rejlenek, hogy az optimalizalas feltételeit
matematikai nyelvre forditjuk, majd algebrai és geometriai Uton egyarant probaljuk
megoldani. Bemutatunk harom-négy ilyen példat, amelyek megoldasdhoz geometriai
gyakorlat igényeltetik. Mig az ezredfordul6ig a numerikus megoldasok dominaltak, az utobbi
évtizedben egyre inkabb tért hodit a geometria. Az elsé feladat teriiletek aranyaval fejezi ki
két fiatal taldlkozdsdnak eshetdségeit, ami a statisztikaban gyakori jelenség, hiszen tertilet-
integralszamitas a valdszinliségszamitas alapja. A kiilonlegessége a példanak éppen a
hasonlésdga a tobbi példaval, hiszen félsikok metszetérdl van sz6 mindegyik esetben. A
masik feladat a feltételes optimalizalas, amelyhez geometriai megoldast talaltunk. A harmadik
feladatban bemutattuk, hogy megoldhato egy térbeli, 3 valtozotol fiiggd probléma, a dudlis
formuldval és a komplementaritds elvének alkalmazédsaval. Ehhez azonban j6 térbeli
orientacid, térlatas is igényeltetik. A geometriai megolddsok az egyszeriiségiik €s gyors
megoldasuk végett domindlni fognak a numerikus megoldasokkal szemben.

A negyedik és utols6 feladatokban pedig egy teljes négyzetté valo alakitds modszerére
hivjuk fel a figyelmet, ami megadhatja a mas Gton szdmolt optimalizalas végeredményét, de
ezen felil a termék mennyiségeinek a mozgésterét is felvazolhatja. A kozgazdasagi
feladatokban éppen a mennyiség ¢és ar kapcsolatat vizsgalgatjuk, de megjelennek az
idegenforgalom mas teriiletein is ezek a szamitdsi modszerek. A legiijabb szamitdsokban a
toke, és az orabér is megjelennek, valamint az 6sszkiadas és egyéb koltségek is.
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1. Egy statisztikai feladat geometriai megoldasa
Az els6 példa statisztikabol, egy példaértékii szemléltetés. Miben segitenek a félsikok,
metszetek? Abban, hogy meg tudjuk szerkeszteni pontosan a lechetséges esetek metszetét.

Egy valoszinliségszamitasi példa a kovetkezd: mi az esélye annak, hogy egy fia és egy
lany talalkozik. A két személy a megbesz¢lésiik alapjan 12 és 13 ora koriil szeretne talalkozni,
¢s egyforma feltételeket szabnak egymas irdnyaban. Fiiggetleniil egymastol érkeznek, és ugy
dontenek, hogy az elébb érkezd fél maximalisan 20 percet hajlandé varni (tolerancia) a
masikra, miutdn eltavozik. Mi a val6sziniisége annak, hogy talalkoznak?

A feladat matematikai felirdsa a kdvetkezoképpen alakul: x, y az A és B érkezésének az
ideje. Q = {(x,y)eR%0<x<1; 0<y <1}, mivel sikbeli geometriai félsikkal fogjuk
megoldani a feladatot, akkor az egyoras intervallumon beliil mozog az x és y is (20 perc=1/3
ora).

Ha az A személy érkezik elébb, x <y igy y < x + 1/3. Ha a B személy érkezik eldbb,
y<x igy x <y + 1/3, ezt atalakitva x — % < y. Ahhoz, hogy a feladatot meg tudjak oldani,

elészor 1s meg kell rajzolni két egyenest: y = x + %; y=x —% az elsdé egyenes a felsd, a

masodik egyenes az als6 vonal az 1. abran.

Ahhoz, hogy megéllapitsuk melyik félsikr6l van szo, be kell helyettesiteni pl. a
[0; 0] pontot. Az egyenlétlenség jele szerint azt a sikrészt keressiik, amely tartalmazza a
valasztott pontot. A mi esetliinkben a megoldas a piros egyenes feletti, és a zold egyenes alatti
kozos halmaz, de csak a pozitiv 1 oldalu négyzet johet szamitdsbhaaz 0 < x <1, 0 <y <1
feltételek alapjan. A geometriai megoldasa a feltételeknek az egységnyi négyzeten beliili
parhuzamosokkal behatarolt hatszog.

o] oz /04 05 08 1
1. abra A két ifju talalkozasanak lehetséges feltétele a sirga mez6, ami az 1*1 négyzet része
Forras: sajat szerkesztés 2021.

Matematika nyelven a talalkozas eshetdségének a halmaza a kovetkezOképpen fogalmazhato
meg: G = {(x,y) EQx<y< x+§;y <X Sy+§}i|letve6 = {(x,y) EQ; |x—y| < é}
Az Osszlehet6ség az egész egységnyi oldalu négyzet m(Q) = 1, ebbdl a talalkozas

eshetdsége a sarga teriilet m(G) =1 — %% (Vrabelova—Markechova 2001).

5
A taldlkozas valoszinlisége P = %= g, tehat csak 55,555 szazalékos. Amire fel

szeretnénk hivni a figyelmet az az, hogy ilyen jellegli teriiletszamitasokkal alapozzuk meg a
matematikai statisztika alapjait. Ha nem szakaszosan, hanem folytonos fiiggvény segitségével
oldunk feladatokat, akkor az egyes intervallumokon éppen a hatarozott integral segitségével
tudjuk megoldani a feladatokat.
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2. A feltételes optimalizalas Lagrange (nemlinearis) modszeres és geometriai megoldasa
A kovetkez6 példa egy feltételes optimalizalasrol szo6lo példa, amihez Karush-Kuhn-Tucker

(KKT) feltételek segitségével Lagrange multiplikatorokkal oldanank meg a feladvanyt:
min (x — 1)? + (y — 3)? {x+y£2- x>0;y>0
y=zx T ST

A Lagrange modszer alapjan kialakitjuk a Lagrange egyenletet (Sydsaeter—Hammond
2006): L=(x—1)> + (y = 3)2 + 1, (x + y — 2) + 2,(y — x). Az extrém ott taldlhato, ahol

a Lagrange fliggvény elsd derivacioja nulla, illetve a KKT feltétele alapjan a /11;—; = 0,
1

illetve 1, ;—f = 0. Ily modon 4 egyenletet kapunk:
2

aL
L
aZZ(x—l)‘F /11_/12:0

Mx+y—-2)=0
A (x—y)=0

Természetesen adottak a nem negativitési feltételek: 4, > 0;4, 2 0;x+y < 2,y > x.
A megoldasokat ugy kell keresni, hogy mérlegelni kell, hogy a feltétel aktiv0, vagy inaktiv

allapotu-e. Eszerint 4 eset lehetséges:

1. 4, =0;1, =0, cbben az esetben rogtdn az elsé két egyenletbdl azt kapjuk, hogy

2(x—1)=0;2(y —3) =0, amibél addédna az x =1; y =3 megoldas,de ez
visszahelyettesitve ellentmond az x + y < 2 feltételnek. Tehat nem elfogadhato

megoldas.
2. 11 =0;21, #0. Azt kapjuk, hogy: x—y=0;2(x—1)+ 1, =0;2(y —3) — 1, =
0. Van harom ismeretlen, és harom egyenlet, amib6dl az x =2, y =2 és 1, = =2

megoldast kapnank, ami nem teljesiti a feltételeket.

3. 41 # 0; 4, = 0 ez az eset a kovetkez6 egyenleteket implikalja:
x+y—2=0;2x—1)+21,=0; —2(x+ 1)+ A, = 0. Ez a megoldas: x = 0;y =
2 és A4 = 2 mar megfeleld.

4. 1, # 0; 1, # 0 esetében a kdvetkezo egyenleteket kapjuk:
x+y—-2=0x—-y=02c—-1D)+ A4, +4,=02y—-3)+1, -1, =0, a
megoldas pedigx = 1;y = 1; 4; = 2; 4, = —2, ami ismét nem megfeleld.

A négy esetbdl tehat az egyediili megoldds a [0;2] pont. A javasolt geometriai
megoldas pedig a feltételekbdl szabott sikrész. A pozitiv siknegyedben dolgozunk. Az y = x
egyenes feletti félsik, valamint az x + y = 2 egyenes alatti félsikok metszetét egy szabalyos
haromszog adja. Az (X,y) szamparost csakis a feltételek altal megszabott mez6bdl vehetjiik. A
fofiiggvény pedig az S = (m,n) = (1,3) pontbol hiizott koncentrikus korokkel szemléltetjiik,
az igy kapott min koér éppen a [0; 2] ponton halad keresztiil, a maximalis pedig a [0; 0]
pontokon. Igy szemléltethetd a feladat (féfiggvény) (x —1)? + (y — 3)? maximalis és
minimalis pontja, ha az adott szampdrost a feltételek halmazabol vessziik (2. dbra).

. 2 s (x+ty=<2 _
min (x — 1) + (y — 3) { y>x ; x=20;y>0.
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2. abra A feltételek sérgé'halmaééﬂéi kézelitﬁﬁ-k az (-1 ,3) pohtbél huzott korokkel
Forras: sajat szerkesztés 2021.

3. Egy térbeli feladat linearis programozas geometriai megoldasa
A kovetkezd példaban a komplementaritas alkalmazasat mutatjuk be, miszerint meg lehet
geometriai moédszerrel oldani térbeli feladvanyokat is.

Ha egy adott esetben az idegenforgalmi vallalatnak 3 részlege van és a miikkodtetéseinek
a feltételeit két egyenlet segitségével vazoljuk fel a fenntarthatdsag szempontjabodl, akkor ez
matematikailag igy irhat6 fel (Sydsaeter—Hammond 2006):

min 2400w, + 3500w, + 3600us, ha {382 1 ggz 1 Zgzz i gg;
uy; =0, u, = 0auz =0 ami egy térbeli 3D feladvany.

El kell hatdrozni azonban, melyiket éri meg miikddtetni, és melyik részleget kellene
bezarni, hogy a koltségeink a minimalisak legyenek. Mivel nem tudjuk abrazolni a sikok
feletti térrész metszetét (mindebben segithetnének a kocka metszetei), csak a sikokat tudjuk
abrazolni, hol haladnak at az X,y,z tengelyeken, mint pl. u; = 0; u, = 0 behelyettesitve az
30u; + 70u, + 90u; = 30, egyenletbe megkapjuk az u; — at, hogy a sik a (0;0;0,33) ponton

keresztiil megy at a z tengelyen ((uz = % = 0,333). Annyit tudunk csupén eldonteni, hogy az

egyes sikokban melyik egyenes van feliil, és a két egyenes feletti térrészrdl van sz6. Példaul
az zy sikban a 3. 4bran lathato roszaszin egyenes van feliil, igy ez a térrész lenne. Majd a
kovetkezd sikokban is ilyen megfontolasokkal elemziink, de térbelileg nem tudjuk Osszerakni
ezeket a részeket. A térbeli probalkozasokkal fejleszthetjiik a térlatas képességét is. Ha
példaul konnyen vaghatd anyagbodl kifaragunk egy kockat, akkor az egyes oldalaira ra tudjuk
vinni a sikbeli alakzatokat, félsikokat. A kocka egyes oldalain tehat meghatarozhat6, melyik a
két egyenes feletti kozos halmaz, attol fiiggden, hogy az egyenes alatti (<), vagy feletti (=)
sikrész az egyenlOtlenség jelétdl fliggben. A lehetséges megoldasok halmaza lehet egy
ugynevezett konvex poliéder, amelynek a csticsai az extremalis pontok (3. dbra).

3. abra Bonyolult térbeli feladat
Forras: sajat szerkesztés 2021.
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Csakis kockametszetekkel tudnank megoldani ezeket a feltételeket, majd ha minimalizalasi
feladatrol szdlna, akkor alulrdl kozelitenénk a fosikkal, ha pedig maximalizalési feladatrol van
sz6, akkor feliilr6] kozelithetnénk a fOsikkal a kockametszethez. A matematika 0j fejezetei
azonban a komplementaritas segitségével mas lehetéséget is kinalnak.

A térbeli 6 feladvanyt (prim fiiggvény) egy dudl megoldas segitségével transzponaljuk
sikbelivé. Tehat 3D-bdl transzponaljuk 2D-be, majd miutan megallapitottuk, hogy melyik
feltétel nem befolyésolja a prim optimumat, visszatranszponalunk.

min 2400w, + 3500w, + 3600us, ha a feltételek {2831 i ZSZz i th i 38
Megkeressiik a feltétel baloldalanak a matrixat, ezt transzponaljuk:

30 80
(30 70 90) = a transzponalds utan | 70 50 | majd mindezt megoldjuk a dual
80 50 40 90 40

segitségével, amikor a feladvanyok eleje ¢és hatulja felcserélédik. Az eldjelek is
felcserélddnek, tehat ami > az < lesz.
30x; + 80x, < 2400
max 30x; + 30x,, ha a feltétel {70x1 +50x, <3500x; =20,x, =0
90x; + 40x, < 3600
Az elsé feltétel az f egyenes, a masik feltétel a g és a harmadik a h egyenes segitségével
abrazolhato, az egyenesek alatti kozos halmaz pedig csakis az f és h alatti teriilet. A g egyenes
tehat nem befolyasolja a félsikok metszetét, igy a kettes egyenes un. rejtett értéke nulla. A
komplementaritas elve alapjan ezért a prim feladvany masodik paramétere (u, = 0) nulla
kell, hogy legyen. De elsésorban meg kell allapitani a transzponalt feladat optimumat (amit
csillaggal jelolink™). Ha a fofliggvény altal meghatarozott parhuzamosokkal kozelitjiik meg a
harom feltétel kozos halmazat, lathatéan a p egyenes éri el egy pontban ezt a halmazt. Ez a
pont pedig az f és g metszéspontja (4. abra).

4. abra az f,g,h-val jelzett egyenesek alatti félsikok kozos halmazahoz kozelitiink parhuzamosan p,r-el
Forras: sajat szerkesztés 2021.

30x; + 80x, = 2400
90x; + 40x, = 3600
Az egyenletparos megoldasa x; = 3,2 és x; = 1,8. Behelyettesitve a fofiiggvénybe:

f* = 1500 értéket kapunk.

Az ezredforduld utdni ) matematikai fejezetek segitségével tehat megoldhaté a 3D,
hiszen ezt a megoldast visszatranszponaljuk az eredeti feladvanyba azzal, hogy
megallapitottuk, hogy az wu, =0, a min2400u; + 3500u, + 3600u;, ha a feltétel

30u; + 70u, +90u3; = 30
{80u1 + 50u, + 40uz = 30
A feladat redukalodik 2D sikbelivé:
min 2400u,; + 3600us, ha a feltétel {30u1 +90u; = 30

80u, + 40u; > 30

61



A multbol taplalkozo jovo — hagyomany és fejlodés
XXV. Apaczai-napok Tudomanyos Konferencia tanulmanykotete

Ami mar sikeresen megoldhato a sikban, ismét a két egyenes (30u; + 90u; = 30; f) és
(80uy + 40u; = 30; g) feletti kozos sikrész meghatarozasaval jon létre a feltételek
értelmezési kozos halmaza (5. abra).

Forras: sajat szerkesztés 2021.

Ehhez a halmazhoz kozelitiink alulrdl a féegyenessel parhuzamosokkal (p,q), igy alulrol
elérve a kozos halmaz elsé pontjat megkapjuk a prim feladat optimumat, ami a minimalis
koltséget jelenti. A feladat tényszerlien megallapitja egy idegenforgalmi vallalatnal, hogy
melyik részleget kell és meddig lizemeltetni, és melyiket kell pl. éppen a fiités miatt csak kis
langon temperalva fenntartani, de bezarni télire.

30u; +90uz; = 30 (1)

80uy +40u; =30 (3)

Mivel a kettes egyenes kinullazodik a komplementaritas elve végett, a megoldas a 6
feladat (1) és (3) egyeneseinek a metszéspontja. A szamitds csak megerdsiti az abrabol is
leolvashato értékeket, miszerint: u; = 0,25 aujz = 0,25.

A fofuiggvény minimalizalasanak a megoldasa tehat a behelyettesités utan (f*):
min 2400u, + 3500u, + 3600u; = 2400 * 0,25 + 3500 * 0 + 3600 = 0,25 = 1500.

Ezek a geometriai megoldasok nagyom igényesek, sok esetben igényeltetik a nagyitas
¢s kicsinyités, valamint roppant érzékeny €éppen a féfiiggvény irdnytényezdjére. Sok esetben
pl. hozz4 is simulhat egy-egy szakasz részhez, ebben az esetben a megoldas a szakasz Osszes
pontja.

4. Monopolista és monopszonista esetek geometriai felvazolasa
A monopolista helyzetben levé vallalatok meghatarozhatjdk, hogy ugyanazon az aron
arusitjak a termékeiket vagy kiillonbozé arakon. Példaul a termékmennyiségtdl (Q) fiiggden
igy hatarozhatjadk meg az egyes orszagokban az arakat, mikdzben a befektetés, vagy kiadas a
kovetkezd egyenlettel adhatdo meg:

C = 6Q = 6Q, + 6Q,, akiilonbdzo arak pedig (Fecenko—Sakalova 2004):

Py =40—0Qq; P, =30-0;
Ebbdl a nyereség a termék mennyiségét beszorozzuk az arral, ez lenne a bevétel, miszerint:
T = P1Q; + P,Q; — 6C =40Q1_Qf+30Q2_Q%_6Q1_6Q2

A matematika egyes fejezeteiben talaljuk az un. teljes négyzetté valo atalakitast, amit a
kozépiskolas modszerekkel bizonyitottunk X,y szamparos segitségével:

x% — 34x + 289 + y? — 24y + 144 = 433.
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Ez pedig egy kor, amelyik akkor lesz a legnagyobb, amikor a sugarat éppen a (17,12) pontba
helyezziik, barmely mas pontban kisebb lesz, és a sugara 20,808. A klasszikus megoldas
pedig:

m'(Qy) = 34— 20,

m'(Q2) = 24 — 2Q;
¢és akkor lesz stacionarius pontja, ha az elsé derivacio nulla, ez pedig a (Qq,Q,) = (17,12)
helyen van. A maximalis nyereség pedig akkor van, amikor a kdvetkezd 6sszefiiggés pozitiv

T 0.0 0,0, ~ T 010, = (-2)(=2) -0 = 4.

Ami az el6bbi geometriai megoldas elénye lehetne az az, hogy korlatozza, illetve grafikusan
meghatarozza a mozgasteriinket (6. abra).

\ .
\_/ *
6. abra A (17,12) kdzéppontbol szerkesztett kor, és a Qq; Q, mozgastere
Forras: sajat szerkesztés 2021.

A feltételes optimalizalasndl sokfajta példat lehet eldéllitani (Hamala 1972; Gass 1972),
amelyeknek a megoldasai numerikusak. Nézziik meg a geometriai megkdzelitést is. Ha pl. a
korok segitségével behatarolhatdé a mozgasteriink, akkor egy célfiiggvény segitségével
kozelithetiink a pozitiv siknegyedben egy kor és egy parabola kozos halmazahoz. A
célegyenes iranytényezdjének, meredekségének a valtozasaval pedig ecsetelhetjiik, hogy az
optimalis megoldas is valtozhat.

A kovetkezd példaban egy korridor kialakitdsara mutatunk ra, mégpedig a hatéresetek, a
hatarhajlandosag, illetve a termelés altal kialakitott legals6 nem atléphetd szinttel tudjuk
behatarolni. Ha egy termelési fliggvény az alabbi egyenlettel irhato le:

f:z =5xy —x% — 3y?,
akkor a marginalis dsszetevoéire pedig a derivaltjaik egyenldtlenségeit kell megvizsgalni:

) R T )
MPD, = Pl 5y —2x és MPD,, = 3y = 5x — 6y.
Ezeknek az dsszetevokre jellemzd, hogy emelkedd tendenciat kell mutassanak, miszerint

5y —2x>0¢és5x—6y = 0.

7. dbra A 0,83 ¢és 0,4 iranytényezdji egyenesek kozé beékelt korridor
Forras: sajat szerkesztés 2021.
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fgy alakul ki az a térrész (korridor), eszerint ilyen hatarok kozott kell mozogni az egyes
termelési paraméterekkel, hogy a termelés fenntarthat6 legyen. Tehat a két félsik metszete egy
korridort ad (7. 4bra).

5. Egyéb geometriai alkalmazasok

A 8. abran két rajz talalhato, a baloldalin a feltételek parabolajahoz kozelitiink a célfiiggvény
egyeneseivel, a jobboldalin egy egyenes szamparosai segitségével szamitott pontokbodl
rajzolunk fel koroket, melyik szamparosnal lesz a legkisebb sugara kor.

8. abra Egy parabolahoz kozelitiink parhuzamosokkal, illetve egy egyenes szamparosaibdl kialakitott korok
koziil melyik lesz a legkisebb sugart kor (x? + y? = r?)
Forras: sajat szerkesztés 2021.

A gyakorlatbdl vett példak nincsenek logikai sorrendben feltiintetve, hiszen csak a geometriai
megoldasuk hasonlit egymashoz. Ez annyit jelent, hogy az egyenl6tlenségek geometriai
megoldéasa félsik vagy sikrész (példaul a kor vagy parabola belseje). A példakban éppen a
matematikai nehézség van fokozva, illetve a végén emlitett példakkal pedig rdmutatunk, hogy
a gyakorlatban az ar-mennyiség feltételei is meghatarozhatok mértani tton.

Osszegzés
A tanulményban ramutattunk, milyen jelentdséggel bir a linedris és nemlinedris feladatok
megoldasanal a geometria. Mindig raakadunk 0jszer(i matematikai megoldasokra, igy fejlédik
ez a szakteriilet is. Tehat nemcsak a numerikus megoldasok fejlédnek, hanem a mértani
szemléltetésiik 1s. Ezaltal egyszerlibb, gyakorlatiasabb végeredményekhez is juthatunk.
Sziikségeltetik azonban fejleszteni a geometriai képességeket, a térlatast is a hallgatoknal.

Bemutattunk harom olyan példat, amelyek megoldasahoz egyszeriibb és kézenfekvobb
geometriai modszert alkalmazni. Az elsd feladat teriiletek aranyaval fejezi ki két fiatal
talalkozasanak eshetOségeit, ami a statisztikdban gyakori jelenség, hiszen teriilet-
integralszamitas segitségével szamoljuk az esetek valdszinliségét. A kiilonlegessége a
példanak éppen a tobbi példadval vald hasonldsaga, hiszen mindegyik esetben félsikok
metszetérél van sz6. A madasodik feladat a feltételes optimalizalas, amelyhez geometriai
megoldast talaltunk. A harmadik feladatban bemutattuk, hogy megoldhatd egy térbeli, 3
valtozotol fliggd probléma, a dualis formuldval és a komplementaritds elvének
alkalmazasdval. Ehhez azonban jo térbeli orientdcio, térlatds is igényeltetik. A geometriai
megoldasok az egyszerliségiik és gyors megoldasuk végett domindlni fognak a numerikus
megoldasokkal szemben.

A negyedik fejezetben pedig a nyereségfiiggvény algebrai és geometriai megoldasat
mutattuk be, illetve a lehetséges értékek mozgasterét. Tulajdonképpen a marginalis
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egylitthatok hatarértékének a segitségével allapithato meg a korridor, ami gyakorlatilag
mértani Uton megszerkesztett 2 félsikkal korbezart kzos halmaz.

Ramutatunk egyéb geometriai alkalmazasokra is (5. fejezet). Mindezek végett azonban
azt kell javasolnunk, hogy a kozépiskoldkban meg kell jobban alapozni a geometriai tudast
(Nagy 2021), hogy azon hallgatok, akik kozgazdasagi és idegenforgalmi jellegii féiskolara
jelentkeznek, nem feltételezik, hogy nehéz matematikaval és geometriai szerkesztésekkel kell
foglalkozniuk majd.

Koszonetnyilvanitas
A tanulmany a KEGA 015UKF-4/2020 Development spatial abilities of 10-12-year-old
students projekt segitségével jott 1étre.

Irodalom

Fecenko, J.-Pinda, L. 2006. Matematika 1. Bratislava: lura Edition, 65.

Fecenko, J.—Sakalova, K. 2004. Matematika 2. Bratislava: lura Edition, 81: 59-61.

Gass, S. I. 1972. Linearne programovanie, Bratislava: Alfa, 47.

Hamala, M. 1972. Nelinedarne programovanie, Bratislava: Alfa, 47, 231.

Nagy L. Zs. 2021. Zdhadny svet cisel, Nitra: UKF, 68—78.

Sydsaeter, K.—.Hammond, P.l. 2006. Matematika kézgazdaszoknak. Budapest: Aula, 641-665.
Vrabelova, M.—Markechova, D. 2001. Pravdepodobnost a statistika Nitra: UKF, 24.

65



