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Bevezetés

A magyar matematikaoktatasi hagyomany leghiresebb alakja Varga Tamadas, az 6 nevével
fémjelzett komplex matematikatanitasi reform az 1970-es években vilaghirtivé tette a magyar
matematikatanitast. A reformnak voltak el6zményei a magyar matematikatanitasban, és a mai
napig kutatjdk a reformban alkalmazott modszereket és annak lehetdségeit, hogy minél
sz¢élesebb korben alkalmazzdk ezeket a pedagogusok. A felfedeztetd matematikaoktatas
manapsag tobbnyire az Inquiry Based Mathematics Education (IBME) alapelveiben jelenik
meg, aminek fontos része a problémaalkotas. A problémaalkotasi képesség fejlesztése fontos
a tanuldk szamara a problémaérzékenység és a problémamegoldo-képesség fejlesztése miatt.
A tanitok, matematikatandrok szdmara ezen tilmenden az is 1ényeges, hogy a tanitvanyaiknak
tudjanak olyan problémakat, feladatokat adni, amelyek kapcsolatban dallnak mas
tantargyakkal, a hétkoznapi élettel. Igy a hagyomany olyan moédon is megjelenik a
matematikaoktatdsban, hogy torténelmi témakhoz kapcsolodd6 matematikai problémakat
alkotunk.

1. Hagyomany és fejlodés a matematikaoktatasban

Az els6 magyar nyelvii matematikakonyvet Marothi Gyorgy irta 1743-ban Arithmetica
cimmel (Hajnal 1985). Mar6thi mér ebben a konyvében fontosnak tartotta, hogy a tanulok
értsék a matematikat, és ennek érdekében fokozatosan épitette fel a tananyagot.

Ezutan kevésbé haladd szellemii tankonyvek kovetkeztek, amelyek az ismereteket
bevezetés nélkiil kozolték, €s feleslegesen hasznaltak idegen szavakat, ezaltal formalis tudast
kozvetitettek. Ezek kritikdjat Konig Gyula fogalmazta meg 1879-ben, aki a formalizmus
helyett a fogalmi alapozas fontossagat hangsulyozta.

1892-ben Csaky Albin miniszter értekezletet hivott dssze az egységes gimnaziumokrol,
amelyen Beke Mano Osszefoglalta a matematikaoktatds eldtt allo feladatokat: a cél az
alkalmazhatd tudas megszerzése kellene, hogy legyen, kapcsolatot kell teremteni a
matematika €és a kornyezet kozott a mennyiségek vizsgdlataval, valamint a hidnyos
térszemlélet fejlesztést potolni kell. A tehetséggondozasban ez sikeresen megvalosult, kezdve
a Mathematikai és Fizikai Tarsulat 1891-es megalakulasaval. Arany Daniel 1894-ben
elinditotta a Kozépiskolai Matematikai Lapokat, amelynek feladatain matematikusok sok
generacioja nott fel, és manapsag is fontos a matematika irdnt érdekl6dd kozépiskolasok
szamara a magas szintl problémamegoldas gyakorlasa szempontjabol. 1894-ben
megszervezték az elsd orszagos matematikaversenyt. A minden korosztaly szamara elérhetd,
kiilonbozé matematikaversenyek azota is Iényeges elemei a tehetséggondozasnak.

1906-ban megalakult a kdzépiskolai matematikaoktatas reformbizottsaga Beke Mano és
Mikola Séandor vezetésével. Céljuk a matematikai gondolkoddsmod fejlesztése volt.
Megallapitottak, hogy magas szinvonalu oktatas, sikeres reformok nem varhatok jol képzett,
elkotelezett tanarok nélkiil.
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1949-t61 Gallai Tibor és Péter Rézsa tankonyvsorozatot irt, amelyben a formalizmussal
szemben a problémafelvetést, problémamegoldast helyezték a kozéppontba. A tankdnyvek
halad¢é szellemiik ellenére nem terjedtek el széles korben.

Az 1970-es évek eldtti idobol szandékosan azokat a gondolatokat emeltiik ki, amelyek
megjelentek Varga Tamas munkassagaban is, és amelyek a mai napig aktualisak.

A Varga Tamas nevével fémjelzett komplex matematikatanitasi reform legfobb célja a
felfedezteté matematikaoktatas volt, és f0 alapelvei a kovetkezok (Gosztonyi és mtsai. 2018):

1.  Valésagon alapuld, cselekvd tapasztalatszerzésbol kiinduld tanulds. A
tevékenységek megteremtik a felfedezés lehetdségét, a didkok maguk konstrualjak
meg a tudasukat.

2.  Eszk6zok hasznalata. A reform soran tobb allando eszkoz hasznalatat javasoltak,
ilyenek voltak a logikai készlet, a szines rudak. Ezek mellett fontos szerepet
kaptak az alkalmi eszk6zok, amelyek a gyerekek kdrnyezetébdl kertiltek ki.

3. Az egységes ¢és széles alapozas a matematika olyan teriileteit vezette be mar az
als6 tagozatos matematikatanitisba is, mint a kombinatorika, halmazok,
valdszinliség, szamrendszerek.

4.  FEletkori sajatossagok figyelembevételével kell a matematika 1j teriileteit
bevezetni az iskolai oktatasba tevékenységek, jatékok altal.

5. A tévedés szabadsdga, a vita, a kommunikécio, a kételkedés, az érvelés fontos
elemei a felfedezésnek.

6. Az Oromteli tanulds légkorének megteremtése, a gyerekek kivancsisdganak
fenntartasa jatékok, 6nallo tevékenységek altal olyan belsé motivaciot jelent,
amely hatékonyabb tanulast eredményez.

7. Az absztrakcidos folyamat hosszu tavra vald megtervezése a formalizmus
elkeriilése és az 1j témak tanitasa miatt is fontos.

Az 1978-as tanterv mar a komplex matematikatanitds elvei szerint irddott, elkésziiltek a
tankonyvek, tovabbképzéseket tartottak tanitoknak, matematikatanaroknak, azonban minél
magasabb évfolyamot tekintiink, annal kevésbé sikeriilt a gyakorlatban altaldnossa tenni a
felfedeztetd matematikaoktatast. Az 1743 6ta tobb izben megfogalmazott célok sajnos a mai
napig nem teljesiiltek maradéktalanul, és ma is aktualisak. A magyar didkok a nemzetkozi
atlag folott teljesitenek a TIMSS felméréseken, amelyek a tananyag ismeretén alapulnak,
azonban az alkalmazhat6 tudast kivand PISA méréseken az atlag alatt szerepelnek.

A NAT 2020 a matematika teriiletén a fogalmak fokozatos bevezetését, az absztrakcid
hosszu tavua tervezését, a problémamegoldast, az alkalmazhatd tudas megszerzését tekintve a
komplex matematikatanitds elvei szerint irddott, a kerettantervben javasolt tevékenységek
segitik a felfedeztetést. A NAT 2020-hoz elkésziilt C. Neményi Eszter, Oravecz Marta,
Moricz Mark: Epitsiik fel! Matematika 1-2. tankonyvek (C. Neményi és mtsai. 2021a,b) a
régi konyvek felujitdsat jelentik, és teljes mértékben a komplex matematikatanitisi
hagyomanyokra épiilnek.

A matematikaoktatassal kapcsolatos nemzetkdzi tanulmanyok tobbnyire Inquiry Based
Mathematics Education (IBME) néven emlitik a felfedeztetd matematikaoktatast (Maass
2013), amelynek f6 elvei hasonléak a komplex matematikatanitas elveihez:

1. Ertve tanuls.

2.  Aktiv tanulés.

3. Gondolkodéasra nevelés: problémamegoldas, problémaalkotas.

4.  Alkalmazhat6 tudas: kapcsolat mas tantargyakkal.

5. Kooperativ munkaformak alkalmazasa.

A Magyar Tudoméanyos Akadémia modszertani palyazata keretében 2015 ota folynak
kutatasok a magyar matematikaoktatasi hagyomanyokra épiild, az 1j magyar €s nemzetkozi
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eredményeket figyelembe vevé matematikaoktatas minél szélesebb korben valo elterjesztése
érdekében. A kutatasok f6 célja a pedagogusok tdmogatasanak kidolgozasa és megvaldsitasa.

3. Multbol taplalkozé matematikafeladatok

Az IBME celveiben megjelenik a problémaalkotas, problémaérzékenység. A
problémamegoldas és a problémaalkotas fejlettségi szintjei kozott kapcsolat van, hatnak
egymasra, igy ezek egyltt is fejleszthetok (Ellerton 2013). A problémaérzékenység, a
problémaalkotds segiti a matematika és mds tantdrgyak kozotti kapcsolatok felismerését,
megfogalmazasat. Problémat alkothatunk adott szitudcidohoz, adatokhoz, adott mddszerhez,
adott megoldashoz. A kovetkez6kben a XXV. Apaczai-napok felhivasahoz, az abban szerepld
személyekhez, eseményekhez alkotott matematikafeladatokat fogjuk bemutatni. A
problémakat kiilonboz6é kurzusokon résztvevo, tanitd szakos hallgatok talaltak ki, inspiraltak.
A legtobb esetben a megoldasokat vagy valaszokat is leirjuk az olvaso kényelme érdekében.

3.1. Apaczai Csere Janoshoz kapcsolodé feladatok
Apéczai Csere Janos kora, illetve konyvirdi tevékenysége ihlette problémak:

—  Apéczai Csere Janos 1625-ben sziiletett Apacan. Megkozelitdleg hany
generacioval késobb sziiletik ma egy gyermek? Két emberi generdcié kozott
nagyjabol 25-30 év telik el. Megoldas: Eldszor kiszamoljuk a sziiletések kozt
eltelt id6t: 2021-1625=396. Igy a generaciok szama megkozelitdleg 396/30~13 és
396/25=16 kozé tehetd.

—  Apaczai Csere Janos konyvirasa kozben, a 70. oldal aljan felsohajtott: -Mennyi
szamjegyet kellett mar felirnom az oldalak aljan a szamozaskor! Es még kétszer
ennyi jegyet kell felirnom, mire végzek a munkdmmal! — Hany oldalas konyvet
szandékozik irni Apaczai Csere Janos? Megoldas: Eddig 9x1+61x2=131 jegyet
kellett felirnia. Tehat még 131x2=262 jegyet tervez felirni. A kétjegytieckhez még
29x2=58 jegy fog kelleni, a haromjegylieckhez pedig ezek szerint 262-58=204
kell. Ez 204/3=68 haromjegyli szdmot jelent. Tehat az utols6 oldalszam, azaz az
oldalak szama 167.

3.2. Varosi rang adomanyozasaval kapcsolatos feladatok
V. Istvan kirdly 750 éve adoményozott varosi rangot Gydrnek. Kapcsolddo kérdések:

—  Mikor tortént ez? Vilasz: 1271-ben.

—  Melyik naptar szerint mikor tortént? Valasz: 1271-ben, a Julianus-naptar szerint,
amit i.e. 45-ben vezettek be, a Gergely-naptart a Julianus-naptar
megreformalasaként vezették be 1582-ben.

—  Mi tortént még akkor? Valasz: Példaul a IV. Béla haldla utani tronutodlasi harcok.

—  Rakd sorba a varosokat aszerint, hogy mikor kaptak varosi rangot: Debrecen,
Eger, Pécs, Szeged, kezdd a legrégebbivel! Vilasz: Szeged (1498), Eger (1688),
Debrecen (1693), Pécs (1780).

—  Abrazold diagramon a magyarorszagi varosok szdmat!

év 1980 1990 2000 2010 2021
db 95 163 236 327 346

—  Keress telepiiléseket az alabbi kategoridkba!
Metropolis: 1 milli6 lakos felett

— Nagyvaros: legalabb 100 000 lakos
Kozépvaros: 20 000—100 000 lakos
Kisvaros: 5 000—20 000 lakos
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— Kozség: legfeljebb 5 000 lakos )
Valaszok: Metropolis: Budapest; nagyvaros: Gyor, Szeged; kozépvaros: Erd,
Jaszberény; kisvaros: Balassagyarmat, Csongrad; kozség: Akaszto, Ivancsa.

3.3. Széchenyi Istvanhoz kapcsolodé feladatok
230 esztendeje sziiletett Széchenyi Istvan. Problémak:

Rajzold le Széchenyi Istvan csaladfajat a sziileivel, testvéreivel és gyermekeivel!
Hanyféleképpen irtdk a neviiket a csaladtagjai? Megoldas: Kétféleképpen:
Széchényi, Széchenyi.

A kovetkezd személyek koziil kivel beszélgethetett Széchenyi Istvan? Janus
Pannonius, Arany Janos, Liszt Ferenc, Munkacsy Mihaly, Bolyai Janos, Jozsef
Attila. Megoldas: Széchenyi Istvan 1791-t61 1860-ig ¢élt, igy akikkel
beszélgethetett: Arany Janos (1817-1882), Liszt Ferenc (1811-1886), Munkacsy
Mihaly (1844-1900), Bolyai Janos (1802—1860).

Keress képeket olyan dolgokrol, amelyekhez kdze volt Széchenyi Istvannak!

3.4. Szovegértési feladat

V. Istvan kirdly 750 esztenddvel ezel6tt adoményozott varosi rangot GyoOrnek,
amikor is 32 éves volt. Masrészt, 230 esztendeje sziiletett a Gyorhdz is kotdédo
allamférfi, Széchenyi Istvan. Szamoljuk ki, hogy hany esztendé van V. Istvan
kirdly és Széchenyi Istvan sziiletési éve kozott! Megoldas: V. Istvan 2021-—
750=1271-ben adomanyozott varosi rangot Gydrnek. V. Istvan 1271-32=1239-
ben sziiletett. Széchenyi Istvan 2021-230=1791-ben sziiletett. 1791-1239=552.
Tehat 552 esztendd van sziiletési éveik kozott.

3.5. Ut-id6-sebességes feladat

Széchenyi Istvan lovaskocsival, 25 km/h-s atlagos sebességgel haladva ért
Bécsbdl Gyodrbe. Bécs és Gyor tavolsaga 122 km. Ha ma autoval megtessziik
ugyanezt a tavolsagot, 80 km/h-s atlagsebességgel, akkor mennyi id6t sporolunk a
loval torténd utazashoz képest? Megoldas: Széchenyi Istvan utazasanak ideje:
122/25=4,88 oOra. Az autods utazasi id6 122/80=1,525 ora. igy 4,88-1,525=3,355
ora~201 perc a megsporolt id0.

3.6. Kombinatorikai feladatok
Szinte barmely sz6, mint példaul Széchenyi Istvan csalddneve vagy példaul Gyoér neve
ithlethet esetdsszeszamlalas, kombinatorikai példat:

Hanyféleképpen tudjuk kiolvasni Széchenyi nevét balrol jobbra haladva a ,,hidon”
ugy, hogy fiiggblegesen tetszélegesen mozoghatunk fel-le?

S I
S Z E C H E N Y I
S Z E N Y |
S z Y |

Megoldds: Az S betii 4-féle lehet, a Z 3-féle, az E 2-féle, a C, H, E 1-1-féle lehet
csak, mig az N ismét 2-féle, az Y 3-féle, az I 4-féle lehet. Ez Gsszesen
4x3x2x1x1x1x2x3x4=576 esetet jelent, mivel szoroznunk kell a lehetdségeket.
Hanyféleképpen olvashat6 ki Gydr latin neve, az ARRABONA sz0, az alabbi
abrabol, ha csak jobbra és lefelé 1éphetiink?
A R R A B O N A
R R A B O N A
R A B O N A
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Megoldas: Felirjuk minden betih6z, hogy hanyféleképpen lehet oda eljutni a bal
fels6 sarokbol. Az adott szamot ugy kapjuk meg, hogy a kozvetlen felette és a
kozvetlen balra 1év6 szamokat 6sszeadjuk. Igy a kovetkezé szamokat kapjuk:

1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7

1 3 6 10 15 21

Innen a lehetséges esetek szdma 1+7+21=29.

3.7. A gyéri csata datumahoz kapcsolodé feladat
— A hires gy6ri (kismegyeri) csata 1809. junius 14-én zajlott a magyar nemesi
felkelés hadai és Napoleon seregei kozott. Hany nap volt még hatra ebbdl az évbol
a csata utan? Megoldas: Az els6 5 honapban 6sszesen 31+28+31+30+31=151 nap
van. Ehhez még hozzaadddik 14 nap juniusbol, ez 151+14=165 napot jelent. Igy
365-165=200 nap volt még hatra az ¢vbol.

4. Csatakhoz, varakhoz kotheto problémak

A torténelem, igy a magyar torténelem fontos részét képezik a kiilonbozd csatdk, haboruk,
melyekben az orszdgok szamos alkalommal harcoltak egymas ellen kiilonb6zd teriiletekért,
javakért. Ezen multbeli események szamos teriileten hatalmas valtozasokat eredményeztek,
elegendd csak a népességszamra, a teriiletvaltozasokra, az ipar fejlodésére vagy a kulturalis
hatasokra gondolni. A miivészetekre ¢és a tudomanyokra egyarant nagy hatdssal volt a
haborazas: szamos haborus témaju festmény (példaul Benczir Gyula: Buda visszafoglalasa),
illetve szdmos katonai eredetii technikai vivmany sziiletett (példaul radar, GPS). A kovetkezd
témak koziil az elsét az Apaczai-napok helyszinéiil szolgaldé Gydr varosa, pontosabban annak
vara ihlette, a masodik téma az ehhez kothetd erddprobléma, mig a harmadik téma egy
gyerekekkel is jatszhato, csatazos jaték bemutatasa lesz.

4.1. Kutatasi projekt Gyor varanak torténetérol

Az oszman vesz€ly kivédésében stratégiai jelentdsége volt Gydr varanak, hiszen ez a var volt
az egyik legfontosabb, amely Bécs védelmét szolgalta. Ezért 1561 ¢és 1575 kozott Pietro
Ferrabosco tervei alapjan korszerli erddot épitettek. A korabbi téglalap alapti varak és félkor
alaku bastyak helyett sokszog alaprajz és csillag alaka bastyak jellemzik. Igy lehetdség van a
bastyakrol kartacs agytkkal tAmadni a falakra kaszo ellenséget.
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1594-ben Kodzsa Szinan nagyvezir néhany tizezer fos seregével vonult Gyor ellen. A vérat
Ferdinand Graf zu Hardegg kapitdny és Niklas Perlin hadmérndk vezetésével 5—6000 fOs

466



A multbol taplalkozo jovo — hagyomany és fejlodés
XXV. Apaczai-napok Tudomanyos Konferencia tanulmanykotete

katonasag védte. Az ostrom két honapig tartott, ekkor a varat a kapitdny feladta, a védoknek
szabad elvonulast igértek. Ezért a tettéért Hardegg kapitanyt és Perlint is lefejezték. A
kapitany az ostrom alatt szamtalanszor kért segitséget, azonban a felmentd sereg nem érkezett
meg. Mas varak ostromdt is érdemes megvizsgalni, mennyiben szamitott az eréd védelmi
rendszere, az agyuk szama, a lOpor és az ¢lelem mennyisége. Ezekkel az eszkozokkel a
védekezés idejét lehetett meghosszabbitani, a varak felszabaditdsat csak a felmentd sereg
tudta elérni.

GyOr varat a torokok tovabb erdsitették, és meg voltak gy6zddve, hogy bevehetetlen.
Azonban 1598-ban Mahmud beglerbég kapitanysaga alatt lazult a katondk fegyelme, és
amikor 200 janicsar Budara ment a zsoldért és élelemért a Palffy Miklos esztergomi kapitany
¢s Adolf von Schwarzenberg altal vezetett magyar sereg gyors, cseles rajtaiitéssel
visszafoglalta a varat. Toroknek oOlt6zott katondk szekérrel mentek a kapuhoz, amelyet
sikeriilt berobbantani, ¢és a katonak igy behatoltak a varba, amelyet komoly ,,utcai harcokban”
visszafoglaltak. Lényeges volt a megszerzett informacio a védelem gyengiilésérdl, a stratégia,
a csel. Jutalmul Palffy Miklos 1000 arany értékli kupat kapott, am visszautasitotta, mondvan,
hogy a hazajaért tette. Ugyanakkor Schwarzenberg 100 000 aranyat és egy morvaorszagi
varost kapott.

4.2. Képtar- és erodprobléma

A varak védelméhez hires matematikai problémak is kapcsolodnak. A képtarproblémat Victor
Klee vetette fel 1973-ban. A kérdés az, hogy minimalisan hany 6r sziikséges ahhoz, hogy az
Oorok belassak a sokszog alaka képtar egészét (O’Rourke 1987). Vaclav Chvatal
bebizonyitotta, hogy egy n csticsu sokszog belsejének 6rzéséhez n/3 also egészrésze szamu Or
elegendd. A sziikségesség tobb esetre bomlik, és a helyek keresésére kiilonféle NP
hosszlisagu algoritmusokat talaltak, azonban van olyan darabolésos algoritmus, amely n log n
1€pésbal all.

A vér védelme azonban nem a sokszdg belsejének, hanem a kiilsejének a figyelését
jelenti. Megint az elegenddséget bizonyitottdk: n csucsu sokszdg kiilsejének 6rzéséhez n/2
fels6 egészrésze szamu Or elegendd. Ekkor még fontos kérdés marad, hogy hova helyezziik az
agyukat a varfalon. Korabeli feljegyzések szerint Gyor elestekor hibaztak ebben, voltak a
varfalnak olyan részei, amelyeket nem tudtak agyaval védeni.

4.3. Foglalj, tamadj jaték

Az A little bit of Aggression” nevii jatékot (magyarul: ,Foglalj, tdmadj” jatéknak
fordithatjuk) akar az 4ltalanos iskolai osztalyteremben is jatszhatjuk (Solomon 1973). Két
jatékos kap egy térképet, amelyen orszdgok hatarai lathatok. Mindkét jatékosnak 10-10
hadserege van. A hadseregek lehelyezésekor felvaltva raknak egy orszagba tetszoleges szamu
hadsereget. Akinek elfogynak a seregei, passzol. Az a jatékos kezdi a tamadast, amelyik
eldszor passzolt. A tdmadéas soran azt az orszagot tudja egy jatékos elfoglalni, amellyel
hataros orszagokban neki tobb serege van, mint az ellenfélnek a megtamadott orszagban.
Ekkor a megtamadott seregek elvesznek, a tamaddk azonban nem szenvednek veszteséget. A
jaték akkor ér véget, ha mar nem lehetséges tobb tdmadas, ekkor az a jatékos gydz, akinek
tobb orszaga van. Ha ez egyenld, akkor a megmaradt seregek szama dont. A jatékot érdemes
hosszan ugyanazzal a térképpel jatszani, igy ki lehet tapasztalni a sikerre vezetd stratégidkat,
melyik orszagra hany sereget érdemes helyezni. A problémamegoldasi képesség fejlesztésén
kivill a jaték a gyorsszdmolasi készséget is fejleszti, igy mar 1-2. osztdlyosok szamara is
hasznos.
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Carthage

SR

2. abra Kép az ,,A little bit of Aggression” jatékrol
Forras: Solomon 1973: 16.

Osszegzés

A problémaalkotas a matematikaoktatas fontos része. Szamos modon készithetiink
matematikai tartalmt feladatokat, feladvanyokat, jatékokat. Tanulmédnyunkban bemutattunk
tobb olyan matematikai problémat, amelyek a multbol taplalkoznak: a XXV. Apaczai-napok
felhivasahoz kapcsolodd Apaczai Csere Janos, Széchenyi Istvan, V. Istvan, Gyor és a varosi
rang is ihletett példakat. Mint az olvasé is lathatta, tobbféle matematikai témakdrben is
készithetd a kultarahoz, hagyomanyokhoz kothetd feladat, tovabba tobbféle egyéb
tudomanyag — irodalom, torténelem — is megjelenhet matematikai feladatokban. Ezaltal az
atlagos matematikai feladatok ko6zé be lehet illeszteni a tanulok szamdara érdekesebb,
megragadobb problémakat, bovitve latokoriiket. A feladatok mellett bemutattunk egy
csatazassal kapcsolatot kutatasi projektet, egy azzal dsszefliggd matematikai problémat és egy
ilyen témaju, matematikai tartalmu stratégiai jatékot is, ezek altal még szinesebbé tehetd egy
matematikaora az iskoléban.

Koszonetnyilvanitas
A tanulmany elkészitését a Magyar Tudomanyos Akadémia Kozoktatas-fejlesztési Kutatasi
Programja tdmogatta.
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